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基于罚函数法和前期本构模型的刚粘塑性

FEM求解列式的推导

李 勇，朱应禄

(江西理工大学材料与化学工程学院，江西赣州 341000)

摘要：对四种牌号的Al合金(LF6．LC4，LD5，LYl2)的高温塑性变形拟合出的本构方程进行整理，并

采用罚函数法和前期模型，推导出刚粘塑性有限元法的求解列式．此列式将是后期数值模拟的出发点．
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长期以来，人们利用试验、经验数据、图表等进行

金属成型的工艺设计．产品设计精度不高，并且设计

周期长．自从1973年有限元法(FEM—Finite Element

Method)首次应用于金属塑性加工领域以来，有限元

法作为固体力学领域最有效率的数值分析方法，为各

国学者所重视．利用有限元法模拟金属的塑性流动规

律、工件的变形和模具充填情况等，使人们在加工之

前就能预知其变形特点，由此可以大大缩短产品的设

计周期，节省试验费用，还可以在计算机上进行模拟

试验_冈0粘塑性FEM法即是求解材料在高温下塑性

变形问题的有限元法．材料在高温下的变形呈现速度

敏感性，即材料的流动应力d与变形程度e有关．这也

是它与刚塑性材料的最大区别．

1 刚粘塑性材料基础

刚粘塑性材料的流动应力盯与变形温度T、变

形程度e、变形速率÷及材料性质参数S均有关系．

其本构模型的一般表达式为：

盯=盯(￡，；，T，S)． (1)

1．1 前人提出的几种本构模型

(1)Perzyra的过应力模型‘卜23
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盯一y[·+(号)“]， (2)

式中：y一静态屈服应力，)，一粘性系数，h一材料常

数．此模型适用于各种温度下的高速成型过程分析．

(2)Backofen拟粘塑性模型D]

盯一c·(￡)“， (3)

式中：C，h均为材料常数．

(3)Rosserd模型[43

盯一6(；)“(￡)2， (4)

式中：b，h，z均为材料常数．此模型适用于室温下及

再结晶温度下的成型过程分析．

(4)a=aoKzK。Ki模型 (5)

式中：K，，K。，K；分别为丁，￡，；对d的影响系数．

(5)幂函数模型

O'一---口·(￡)‘(÷)“e岫丁， (6)

式中：z，h为材料常数；T为绝对温度．此模型的应用

较为广泛．

上述模型中，(1)～(3)没有明显地给出流动应

力盯与温度丁、变形程度￡、变形速率；的关系，并且

(3)明显不适用于高温成型．为此，在研究LF6，

LC4，LD5，LYl2的Al合金高温变形规律时，徐伟

力[51采用模型(4)拟合出如下的本构方程：
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cr==croP。。·r+口z(丢)。31’1。。4(孝)457+。6， c7，

式(7)中：a。～口。为回归参数'￡0—0．3，÷一0．1 s～，

To一673 K，丁一掣，盯。为基准应力．此模型具有
较高的精度嘲．

1．2前期模型的整理与评价

整理式(7)，有

盯一c，(丁)￡”(÷)⋯， (8)

其中：f一盯oP。2(；o)1t(￡o)16，

厂(丁)=P_d1 7(；o)137(￡o)15r，

m=a3丁+a4，

n=a5丁+a6．

由式(8)可看出：经整理，此本构模型具有了同

模型(5)类似的形式．它比较清楚地表达了仃与T，

e，；等的关系，参数n和m可分别视为应变硬化指

数和变形速率敏感指数，且m，咒均与温度T有关．e

和丁对仃的影响具有交互作用，÷和T对仃的影响

也具有交互作用，这一点已为试验和理论所验证‘6|．

整理成公式(8)形式的本构模型会对后续有限元求

解列式的推导提供极大的方便．

2 罚函数法‘7]

刚粘塑性法有限元的基础是Markov变分原

理．它认为：在实际求解具有体积不可压缩条件的变

形体内部速度场时，要选择一个既满足速度边界条

件，又满足体积不可压缩条件的速度场是很困难的，

而仅满足速度边界条件的速度场则较容易找到．因

此，可以以某种方式将体积不可压缩条件引入泛函，

形成一个新泛函，通过求解新泛函的驻值，就能在满

足速度许可条件的容许速度场中寻求真实速度场．

为此，常采用罚函数法．

罚函数法用一个很大的正数与体积变化速率的

平方相乘，将其作为“惩罚项”引入泛函中：
～ r r

Il—l E(eo)dv—l F∽ds+
’一 3 1 i sF

． r

詈l(e。)2dv， (9)
厶J o

当所求速度场接近真实速度场时，；，接近于0，

上述泛函式(9)右端第三项亦趋于0．当速度场远离

真实速度场时，惩罚项的值就很大，相当于对泛函违

反约束条件进行了“惩罚”．这样导致在迭代求解中

前后两次的解差别很大，从而使得问题无法解决．在

对泛函求极小值(驻值)的过程中，速度场逐渐趋于

真实解，“惩罚项”作用逐渐消失．

3求解列式推导

3．1 泛函离散

泛函在整个变形体内成立，在单元也同样成立，

则将其在求解域内离散，对于第m个单元有：

Ⅱ。。Jv。砥。№一J。，Fiuids+

号J％(；∥帆 ‘10’

又已知式(10)中：E(；#)一I仃玉一盯；为塑性变形

功率函数．

等效应变速率f=、／UTBrDB—U----．．厄丽，其
中：U为单元节点速度矩阵，B为几何矩阵，D为常

数矩阵，P=B丁DB．

体积应变速率；y=；i=奎rC=UTBl’C，式中：C

为变形类型列向量．C一(1110)r(轴对称问题)，C一

(1100)下(平面问题)，C_--(111000)r(三维问题)．

将上述公式代人泛函(10)，有

II‘。小厩T d铆+
剖k(昵旷c)2dr--J。，砌小，

(11)

对式(11)求变分，有：

嬲{l导P巩du+
IJ V e

口f(BTc)T乩B下Cd口一f 下FdCd I-N] s)口j ym(B1’c)T乩∥一J。， 1’s)
Jv。 J

sF

=(0)， (12)

式(12)中：[N]为形函数矩阵．

由于艿U：!：的任意性，有：

{J-k≯以d铆+0Vm(BrC)丁UmBtcd口一
IN]rFds}=(o}． (13)

集合所有单元速度求解方程(13)，可得总体速

度求解方程：

则)2互(Jk PUmd刨+

aJ-k(Brc)丁U．B rCd可一

l EN3丁Fds)一(o)． (14)
J SP

7
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3．2 Newton—Raphson迭代法

式(14)为关于节点速度的非线性方程组．为了

避免求解非线性方程组的麻烦，一般采用摄动法线

性化，然后采用Newton—Raphson迭代法求解．设第

n次迭代结果为第n一1次计算结果与修正量之和，

即U。一U。一1十AU。． ．

将上式代入式(14)中，并在巩，处进行展开，
。

忽略AU。的二次以上的项，有：

则¨t。一等L A％
令Ef-1=垂(L，)I。一t，[K]=一a审(u-----2 10u。一。
EK]aU。一[力．

具体的，

al B1’C(B丁c)1’dv， (19)

[力一一I导Udv—al(B7c)1’UB丁Cdv+
J V￡d V

EN311Fds． (20)
d
SF

结 论

(1)对Al合金高温塑性变形时的本构方程整理

(15) 之后，使参数咒，优具有了物理意义：分别视为应变硬

化指数和变形速率敏感指数，且二者均与温度丁有

，则有 关．

，，。 (2)推导出刚粘塑性有限元求解列式，其结果与
L10j

一般有限元的通用公式完全一致．

FK]=I导Pdv+

，v(÷塞一^、!PU，。u：。Pd口+

割y BrC(B1’C)rdu， (17)

[门一一I g-U，，dv一

口I(B7c)7u，rlBrCdv+

I[N]丁Fds． (18)
d
SF

式(16)即为一般有限元法的通用求解列式，[K]即

为刚度矩阵，[门为节点力矢量残差． ·

将课题前期得出的本构模型——公式(8)代入

上述式(17)和(18)中，整理得到刚粘塑性有限元的

求解列式为：[K]AU。=If]，式中：

[K]一吖v÷(P+字P叫p)d铆+
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The deduction of the calculation formulas for rigid—viscoplastic FEM

based on penalty—function method and previous constitutive model

LI Yong，ZHU Ying-lu

(Institute of Material and Chemical Engineering，J iangxi University of Science and Technology。Ganzhou

34i000，C^ina)

Abstract：The constitutive models of four kinds A1 alloys(LF6，LC4，LD5，LYl2)at high temperature were

acquired in the previous study．These equations are cited and adapted in this paper．Based on the previous

models and penalty—function method，the author deduced the calculation formulas for rigid—viscoplastic

FEM．These formulas will be the basis of future numerical simulation．

Key words：penalty—function method；constitutive model；rigid～viscoplastic；FEM
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