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方程逻辑BCDEFEGEF$C理论及其性质!

刘 富 春

（广东工业大学应用数学学院，广东 广州 "!**A*）

摘 要：在方程逻辑中，通过引入语句函子6HC：7FIC"7JE和模型函子0%I：7FIC"K:E$L，得到了方程逻辑

可满足性条件定理，从而建立了方程逻辑BCDEFEGEF$C理论，并进一步讨论了它的一些性质，得到了自由理论

态射的复合也是自由理论态射等结论(
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BCDEFEGEF$C作为一般框架下的逻辑系统，在数

据库理论、程序设计语言、模块化技术和人工智能等

方面有着重要的应用(3$IGJC,(0(和NG;DE:%%/(
8(为了给说明语言K%J:;提供合理的语义［!］，建立

了一种适用于程序规范说明的抽象模型论———BC5
DEFEGEF$C理论［)］(它在模块化技术和大规模程序设

计中有很大的实用价值［+!?］(另一方面，方程逻辑

（多类型代数）作为泛代数的重要部分，也广泛应用

于计算机形式语义中［"］(本文在文献［+，<］工作的

基础上，针对方程逻辑，通过引入语句函子6HC：

7FIC"7JE和模型函子0%I：7FIC"K:E$L，得到了方

程逻辑可满足性条件定理，继而建立了方程逻辑BC5
DEFEGEF$C(最后，进一步讨论了它的一些性质(

! 基本概念

定义!［)］ 一个BCDEFEGEF$C由下列四部分组成：

标识范畴7FIC；语句函子7JC：7FIC"7JE；模型函

子8$O：7FIC"K:E$L以及对每个标识!，!=满足

关系#!其中!=满足关系#必须满足以下条件：对

每个标识态射"：!"!"，!"=模型#"和!=语句

$都有

#"#"（$） 当且仅当"（#"）#$
成立（称为可满足性条件）!

定义) 设%是数据类型集，!是%!P%标号

的算子集，称有 序 对$%，!%为 方 程 标 识!对 于

$%，!%和$%"，!"%，如果存在两个映射&：%"
%"和’：!"!"，则 称$&，’%为 从$%，!%到

$%"，!"%的方程标识态射!记为"Q$&，’%!
以方程标识为对象，以方程标识态射为态射，所

构成的范畴称为方程标识范畴!记为7FIC(
定 义 + 设 $%，!% 是 一 个 方 程 标 识，

$(，#%和$("，#"%是两个!=代数!如果存在

映射)：("("使 得 对 任 意$&!*，+和 任 意,Q
$,!，⋯，,-%&(*都有

)+（#（$））（,!，⋯，,-）Q#"（$）（)+!（,!），⋯，

)+-（,-））

成立，则称)为从$(，#%到$("，#"%的!=同

态!
以!=代数为对象，以!=同态为态射，所构成

的范畴称为!=代数范畴!记为0%I"(
定义< 函子0%I：7FIC"K:E$L是指对每个!&

7FIC，有0%I（"）Q0%I"，且对每个态射"Q$&：%"
%"，’：!"!"%，有0%I（#）：0%I"R"0%I"满足

（!）0%I（"）（$("，#"%）Q$(，#%，其 中

(+Q(&（%），#Q’；#"!
（)）0%I（"）（)"）Q)：0%I（"）（("）"0%I（"）

（."），其中)"：(""."是一个!"=同态且)+Q
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!"#（$）%
为方便起见，!"#（!）（&"）和!"#（!）（!"）分别

简记为!（&"）和!（!"）%
定义$ 设’是一个变元集，("（’）为’上的

项的集合，)%，)&!("（’），如果)%，)&具有相同的

类型，则称三元有序对"’，)%，)&#为一个方程*，

记为*’（’）)%’)&%
定义( 一个")代数& 满足一个方程*’

（’）)%’)& 是 指 对 任 一 个 指 派+：’$& 都 有

+!（)%）’+!（)&）%记为&%*%
引理 设’是变元集，则("（’）是初始元，即

对于指派+，存在唯一的同态+!：("（’）$&，使得

+’,；+!%这里,：’$("（’）是包含映射（见图%）%
&

("

$

$
-’.

&
’

图! 初始元("（’）直观图

"#$%! *+,-."/+#-01/20+3+4+."1"15134,("（’）

定义6 函子783：9+#3$914是指对每个"!
9+#3，783（"）表示所有")方程的集合，对每个态

射!’"#：/$/"，0："$""#有783（!）：783
（"）$783（""）满足

783（!）（"’，)%，)&#）’"’；#，1!（)%），

1!（)&）#%（这里1!的定义见定理%）%
为方便起见，783（!）（*）简记为!（*）%

& 定理及其证明

定理% 设!’"#：/$/"，0："$""#是一

个标识态射，’是一个变元集，(""（’"）是’"’’；

#上的项的集合，则存在唯一")同态1!：("（’）

$!（(""（’"）），使得1’,；1!%其中1：’$!（(""
（’"））%

证明 设#!’$，则#!’"#（$）且(""（’"）#（$）’!
（(""（’"））$%而’"#（$）是(""（’"）#（$）的子集%因此1：’
$!（(""（’"））是一个包含映射%再由文献［&］知，

("（’）是初始元，从而对于1，存在唯一的")同态

1!：("（’）$!（(""（’"）），使得1’,；1!%
定理& 设!’"#：/$/"，0："$""#是一

个标识态射，’ 是一个变元集，则对任一指派+：’
$&，存在指派+"：’"（’’；#）$&"，使得对任意

)!("（’）/，都有

+!$（)）’+"!#（$）（1!$（)））%（简记为+!’1!；

+"!）%
这里&"’｛&"#（$）’&$’&"#（$），$!/｝%

证明 对于+：’$&，若$"!#（/），则’"$"’
(｛’/’#（/）’$"｝，否则’"$"’2（空集）%因此定义

+"：’"$&"如下：若$"!#（/），则+"$"’+$，否则

+"$"’:%
’, &$3&"$ #-$.

("

$
$

$

)
-’. (""-’".#-$.3!-(""-’"..

&
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图& +!’1!；+"!直观图

"#$%& *+,-."/+#-01/20+!’1!；+"!

对于+：’$&和+"：’"$&"，由于("（’）和

(""（’"）是初始元，所以存在唯一的")同态+!：

("（’）$&，使+’,；+! 和 "")同 态+"!：

(""（’"）$&"，使+"’1；+"!%
因为(""（’"）#（$）’!（(""（’"））/，（$!/），所

以由定理%得，存在唯一的")同态1!：("（’）$
(""（’"），使得1’,；1!%从而+"’1；+"!’,；1!；

+"!%由+"定义可知，当$"!#（/）时+"’+，即+’
,；1!；+"!%由+!：("（’）$& 的唯一性得+!’
1!；+"!%（直观图见图&）%

定理; 设!’"#：/$/"，0："$""#是一

个标识态射，’是一个变元集，’"’’；#，则对任一

指派+"：’"$&"，存在指派+：’$&，使得对任意

)!("（’）/，都有+!$（)）’+"!#（$）（1!$（)））%（简记为

+!’1!；+"!）%这里&"’｛&"#（$）’&$’&"#（$），$!
/｝%

证明 定义+$为+"#（$）在’/ 上的限制，类似定

理&的证明方法可以证得%
定理< （满足性条件定理）设!’"#：/$

/"，0："$""#是一个标识态射，*’（’）)%’)&是

一个")方程，&"是一个"")代数，则有下面式子

成立：

&"%!（*） 当且仅当!（&"）%*%
证明 （必要性）设&"%!（*），对任一指派+：

’$&，由定理&，存在指派+"：’"$&"，使得+!’
1!；+"!，而由定义$及&"%!（*）得

+"!（1!（)%））’+"!（1!（)&）），即+!（)%）’
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!!（"!）#
从而!（$%）!&#

（充分性）：设!（$%）!&，对任一指派!%：’%"
$%，由定理"，存在指派!：’"$，使得!!#(!；

!%!#而 由 定 义$及 !（$%）!& 得!!（"%）#
!!（"!），即

!%!（(!（"%））#!%!（(!（"!）），

从而$%!!（&）#
由此我们就可以得到一个&’()*)+)*,’-
定理$ 由下列可以组成一个&’()*)+)*,’：

（%）方程标识范畴.*/’（定义!）；

（!）语句函子01’：.*/’".2)（定义3）；

（"）模型函子45/：.*/’"67),8（定义9）；

（9）对每个方程标识"#.*/’，":满足关系!
（定理9）#

我们称这个&’()*)+)*,’为方程逻辑&’()*)+)*,’-
下面我们讨论方程逻辑&’()*)+)*,’的一些性质-
定理; 设$是方程逻辑&’()*)+)*,’，如果!%：

)%")!，!!：)!")"都是自由理论态射，那么它们

的复合!%；!!：)%")"也是自由理论态射#
证明 由于!%是自由理论态射，所以对任意

)%: 代 数 $%，存 在 沿 !% 的 自 由 扩 张 $!#
45/（)!），使得#%：$%"!%%（$!）具有!%% 泛性#由

于!!是自由理论态射，所以对)!:代数$!，存在

沿!! 的自由扩张$"#45/（)"），使 得#!：$!"

!%!（$"）具有!%! 泛性#
令###%；!%%（#!）：$%"!%%（!%!（$"））#对任

意)":代数*和任意态射

$：$%"!%%（!%!（*）），

由于#%和#!的泛性，存在态射%：$""*，使得

$##%；!%%（!%!（%））#
根据#%的!%% 泛性和#!的!%! 泛性，得到这样的

态射%是唯一的，因此

#：$%"!%%（!%!（$"））

具有!%!；!%% 泛性，也即!%；!!：)%")"是自由理

论态射#
定理3 设$是方程逻辑&’()*)+)*,’，如果!：

)%")!是自由理论态射，那么下列条件等价：

（%）每个)!:代数$!都是!:自由的；

（!）函子!+：)%%")%! 是可延拓的［!］，且!+在

对象上是同构满射#
证明 因为!：)%")!是自由理论态射，对任

意)%:代 数 $%，存 在 沿! 的 自 由 扩 张$!#

45/（)!），使得#%：$%"!%（$!）具有!%% 泛性#如

果（%）成立，则!+（!%（$!））"$!是一个同构#因此

函子!+：)%%")%! 是可延拓的［!］#对任意)!:代数

*，由（%）得，!%（*）存 在 沿 ! 的 自 由 扩 张

!+（!%（*）），使得!+（!%（*））"$!是一个同构，从

而!+在对象上是同构满射，即（!）成立#
反之，如果（!）成立，则对每个)!:代数$!，由

于!+ 在对象上是同构满射，所以存在)%:代数

$%，使得!+（$%）与$!同构#又因为!+：)%%")%!
是可延拓的，所以!+（$%）是!:自由的，也即$!是

!:自由的，即（%）成立#

! 结束语

&’()*)+)*,’理论是一种适用于程序规范说明的

抽象模型论，在模块化技术和大规模程序设计中有

着广泛的应用-本文主要在方程逻辑中，通过引入

语句函子01’：.*/’".2)和模型函子45/：.*/’
"67),8，得到了方程逻辑可满足性条件定理，从而

建立了方程逻辑&’()*)+)*,’理论，并进一步讨论了

它的一些性质，得到了自由理论态射的复合也是自

由理论态射等结论-方程逻辑&’()*)+)*,’理论的建

立，为计算机形式语义中多类型代数方面的研究提

供了一种新的方法-关于它的遗忘函子.*/’：<="
.*/’是否反射余极限以及&’()*)+)*,’范畴的完备

性，还有待于进一步研究-
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JJJ系列湿式双频双立环高梯度磁选机

JJJ系列湿式双频双立环高梯度磁选机是新型高效磁力选矿设备，采用独特的双频脉冲装置，能兼顾精

矿质量和金属回收率，既得到高品位的精矿，又使尾矿品位降到一定程度，设备参数可根据流程的需要灵活

地进行调节。该系列设备有JJJ69和JJJ6!型4
JJJ69型由于背景场强高、磁场梯度高，所以适合金属矿粗

选、扫选和非金属矿提纯4
JJJ6!型由于采用水平的左、右磁极和立环相结合，对磁性

产物的选择性较强，能得到高品位的精矿4
# 应用范围：赤铁矿、褐铁矿、菱铁矿、钛铁矿、锰矿、黑钨矿、

钽铌铁矿、铁锂云母、石榴石、独居石、磷钇矿等矿物的回收及石

英、长石、高岭土、耐火材料的提纯除杂4
# 应用实例：湿式立环强磁高梯度磁选机从12MM年研制成功

后，至今已经制造?7多台，分别用于海南石碌铁矿，广东韶关钢铁

厂，广东大宝山铁矿，广东云浮铁矿，云南昆钢王家滩铁矿，云南昆

钢八街、罗茨铁矿和南京梅山铁矿等用于选别铁矿；承德钢铁公司

黑山铁矿用于选别钛铁矿；福建南平闽宁钽铌矿，山东焦家金矿，

山东苍山金硅矿业公司，四川南川金星矿业公司等用于非金属矿

提纯4
# 技术参数：规格："577))，"1777))，"1N77))，"1?77

))，"1M?7))，"N777；场强：147#143G；处理能力：O#M?.／>4
# 地址：广州市天河区长兴路广州有色金属研究院 邮政编邮：?17P?1

网址：>..F：／／EEE4%DLA-4=@)
电话：7N763MN32NN7 3MN32NN1 3MN32737
传真：7N763MN35?3? H6)(#C：./>1PO5$1P34+&.
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